TECHNISCHE UNIVERSITAT BERLIN

Fakultidt V - Verkehrs- und Maschinensysteme - Institut fiir Mechanik

@ FG Systemdynamik Dipl.-Ing. S. Kusche
und Reibungsphysik www.reibungsphysik.de

Numerische Simulationsverfahren im Ingenieurwesen

Hausaufgabe 4

Abgabe

Die 4. Hausaufgabe ist bis zum 16.12.2014 abzugeben. Es steht euch frei, zwischen diesem und dem
néchsten Aufgabenblatt zu wihlen. Um den Einstieg in diese Hausaufgabe zu erleichtern, gibt es
Videotutorials auf der Webseite.

Einleitung zu Formfaktoren

Zu untersuchen ist der Warmeiibergang zwischen zwei isother-
men Korpern, die in eine Richtung z sehr ausgedehnt seien.
Dadurch reduziert sich das Problem auf ein 2-dimensionales,
relevante Grofen sind auf die Ausdehnung ¢ in z Richtung bezo-
gen zu betrachten. Nehmen wir weiterhin ein quellfreies Gebiet
zwischen den isothermen Korpern an, so folgt die Warmelei-
tungsgleichung (Laplace-Gleichung):

A9 =0 mit ¥ =9(z,y) (1)
Bei gegebenen Randwerten 9; = const (isotherm) auf T';

(Dirichlet-Randbedingung) kann mithilfe der REM der Flufs in
Normalenrichtung ¢ auf dem Rand berechnet werden.

Abbildung 1: Ebene Anordnu(%

Der Wérmestrom pro Langeneinheit (bezogen auf ¢) zwischen den Korpern berechnet sich zu:

Qe=—7€2qu=7glqu (3)

Aufgrund der Linearitéit des Laplaceoperators ist der Warmestrom proportional der Temperatur-

differenz. Bezieht man diese aufeinander und teilt durch die Warmeleitfadhigkeit X, so erhélt man

eine rein geometrische Grofe, den Formfaktor Sy () fillt raus, wenn man bedenkt, dass es sich mit

dem A aus dem Gesetz von Fourier kiirzt):

- %19 6;219 @
2 1

Sy

a) Referenzlésung der Laplacegleichung

Implementiere eine nicht triviale Losung der Laplacegleichung Au = 0 auf dem Gebiet [0,1]? als
Funktion [u gx qy]=laplacenull(x). Eingabewert sei eine Matrix « mit Koordinaten (erster Index
Richtung, zweiter Index laufende Nummer).

o xr1 T2 X3 ... Ty ... e (5)
Y1 Y2 Y3 Yi Yn

Ausgabewerte sind das Potenzial v und die Komponenten des Gradienten g, und ¢,. Also 3 Zei-
lenvektoren der Lénge n.

w=[ur wuy uz ... U ... Uy w; = u(xs, yi) (6)
ou
z TirYi
ou
@w=a1 QG2 @ - Qi - Qyn) Gyi = @y(@i,9:) = - (8)
Yy TirYi
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b) Berechnung der Einflussmatritzen
Durch Anwendung der Kollokationsmethode entsteht das folgende Gleichungsystem fiir K Poten-
ziale uy und Fliisse g in den Randknoten:

Hu=Gqg—b mit  u = (ug),q = (qx) 9)

und den Einflussmatritzen

H = (hkl) mit hkl = hjﬁia = / q*(g— %ﬁ)(ba(g)dv + Cip (].0)
r

i

G = (gr) mit  gr = gjgia = / u*(z — z,5)da(x)dy mit £k, /=1.K (11)
Die Randkurve wird zwecks Interpolation in Ortselemente I', mit der Koordinate s € [—1,+1]
unterteilt. Diese unterteilen sich nun weiter in Elemente I'; mit den Koordinaten a € [—1,+1].
Betrachten wir nun zunéchst das Ortselement. Die Interpolation des Ortsvektors z mittels Ansatz-
funktionen fiir kontinuierliche Elemente lautet:

n+1
AufTo: z=a(s) = ) Toatals) =  dy=|da(s)| =
a=1

n+1

D o0 h(s)
a=1

t(s)

ds (12)

Um auf ein Element I'; (mit den Koordinaten a € [—1,+1]) zu kommen wird eine (lineare) Abbil-
dung zwischen s und a gebraucht. Das geht wie folgt:

a=-1cs=5 N s(a) =s1(1—a)/2+ s2(1+a)/2

Ti€lo  mit a=+1+s=s9 a(s) = (2s — s1 — s2)/(s2 — s1)

(13)

Zusammen ergibt sich fiir das Integral:

/ (= | onas =2 | " t(s(a))da (14)

S1 —1

Im Rahmencode ist bereits eine Struktur hinterlegt, in der die Abhéngigkeit von a beriicksichtigt
wurde: Ortsvektor z(a), Wegelement dz(a) sowie Normaleneinheitsvektor n(a). Aufgerufen werden
die Funktionen mit:

ele_a2x{i}(a) % Ortsvektor z(a)
ele_a2d{i}(a) % Wegelement dx(a)
ele _a2n{i}(a) % Normaleneinheitsvektor n(a)

Vervollstindige nun die Berechnung der Matritzen in dem Programm matrix. Die Funktionen fiir
die Fundamentallésung v* bzw. ¢* miissen dazu noch implementiert werden (2D). Achte bei der
Berechnung der Integrale auf mogliche Singularitéten, die in den Knoten auftreten konnen. Plotte
typische Beispiele fiir die zu integrierende Funktionen und dokumentiere deine Beobachtungen.

c) Losung des Gleichungssystems
Das Gleichungssystem

Hu=Gq—-b mit  w = (ux),q = (qx) (15)

ist nun zu 16sen. Dabei ist zu beachten, dass entweder Potenzial (Dirichlet Randbedingung) oder
Fluss (Neumann Randbegingung) vorgeben sind. Diese Grofien tauchen noch auf beiden Seiten
auf. Sortiere das Gleichungssystem vor dem Invertieren um, so dass nur noch Unbekannte auf der
linken Seite stehen. Vervollstdndige dazu den Rahmencode loesen. Teste nun dein Randelemen-
teprogramm fiir verschiedene Ansatzfunktionen, Diskretisierungen etc. unter Verwendung einer
geeigneten Referenzlosung. Welche Parameter beeinflussen die Giite der Losung stark? Uberprii-
fe dabei auch die Bilanz des Flusses, der in einem quellfreien Gebiet integriert iiber den Rand
verschwinden muss.
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d) Formfaktoren fiir beliebige ebene Anordnungen , !
1 1

Fiir einfache geometrische Formen ist S, analytisch berechen-
bar. So erhélt man fiir einen Zylinder mit Radius 1 der um e

von der Mittelachse verschoben in einem grofferem Zylinder mit
Radius ro > e 4+ 71 liegt:

_ e
2
g —_ T 16
¢~ arcosh(z) (16)
2, .2 2
riy+ry—e L)
=1z - 17
* 27‘17’2 ( ) T
1
arcosh(z) = In (x + Va2 — 1) (18) :
SZ’&:O =2n/In(ra/r1) (19) Abbildung 2: Kreis in Kreis

Schreibe ein Programm, dass die Eingabe zweier beliebiger Rénder erlaubt und anschliefend den
Formfaktor Sy berechnet. Bei beliebigen Anordnungen {iberpriife die Bilanzgleichung fiir den Wér-
mestrom und gib eine Warnung aus, wenn das Ergebnis nicht die Erwartungen erfiillt. Uberpriife
ebenfalls den lokalen Fehler (Wéarmestrom) bei Verwendung von diskontinuierlichen Elementen an
sinnvollen Stellen.

Uberpriife die analytische Formel fiir den Kreis im Kreis. Folge dafiir dem Videotutorial um das
Programm auf Kreisférmige Konturen zu spezialisieren.

e) Formfaktoren fiir ineinanderliegende, regelmifRige Polygone

Betrachte den akademischen Fall von ineinanderliegenden regel-
mékgen Polygonen. Fiir ein n-Eck in einem n-Eck erhélt man
die folgende Gleichung (Ndherungslosung):

4 2/r2 —1
Sy = _ mit = 571“2/7"1 (20)
In(1+x) n tan(w/n)
und fiir den Spezialfall Quadrat in Quadrat:
1+7r /7‘2 8 . 1 71
Sy =4——=— —1n(2 f —< =<1 21
¢ ].—7"1/’1"2 Wn() e 3<’l"2< ( )

Schreibe nun ein Programm, dass den Formfaktor fiir ein ni-Eck
in einem no-Eck berechnet. Zur Konstruktion der Polygone kann
die Formel fir den Innenkreisradius r; und AufSenkreisradius 7,
hilfreich sein:

r; = 14 cos(m/n) (22)

Implementiere zusétzlich einen Fehlerschitzer indem du zum
Einen die Bilanzgleichung des Warmestromes iiberpriifst, zum
Anderen durch Verwendung diskontinuierlicher Elemente auf
glatten Kanten den Sprung im Wéirmestrom untersuchst. Es
ist im Rahmen der Hausaufgabe nicht nétig, eine Netzadaption
zu implementieren. Vergleiche die Ergebnisse deines Programms
fiir ausgewahlte Fille mit den gegebenen Formeln.

Studiere abschliessend, welche Abhéngigkeit der Formfaktor Sy
von n; und ngy aufweist. Dies kannst du fiir ein konstantes Ver-
héltniss r1 /rs tun. Alternativ untersuche fiir ein festes Verhélt- i
nis n1/ne # 1 die Abhéngikeit von r; und rs.

Abbildung 4: nq-Eck in no-Eck
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